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Questao 1: Termodinamica - maquinas térmicas

Considere o ciclo de Brayton que descreve o funcionamento das turbinas a gas, operando

entre dois reservatorios de pressao pa e pp, consistindo de quatro processos:

Expansao adiabdtica do estado 1 (pa, Vi, T1) para o estado 2 (pg, Vo, T3),
Expansao isobdrica do estado 2 (pg, Va2, T3) para o estado 3 (pg, Vs, T3),
Compressao adiabdtica do estado 3 (pg, V3, T3) para o estado 4 (pa, Vi, Ty) e

Lo

Compressao isobdrica do estado 4 (pa, Vi, Ty) para o estado 1 (pa, Vi, T1), inicial.

onde p, V, T sao as variaveis de estado pressao, volume e temperatura, respectivamente.

Considere que a substancia de trabalho da mdquina é um gds ideal monoatémico.

(a) (30%) Esboce o diagrama PV do ciclo e calcule o trabalho realizado em cada pro-

cesso. Obtenha o trabalho total por ciclo.

(b) (20%) Calcule o calor absorvido e o calor cedido ao longo do ciclo indicando em

quais processos ocorreram, respectivamente.

(c) (20%) Defina a eficiéncia, n, de uma maquina térmica e calcule a 7 para o ciclo

acima em termos das pressoes e volumes dos 4 estados que especificam o ciclo.

(d) (30%) Use as propriedades dos processos adiabéticos 1 e 3 e mostre que Vi V3 = V4V.

Use essa relacao para rescrever n apenas em termos das pressoes ps € pg.
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Questao 2: Formalismo Candnico — Sistemas com Poucos Niveis

Considere uma amostra de N atomos (ndo interagentes) em equilibrio térmico a uma
temperatura 7. O atomo possui um estado fundamental de energia ¢; = 0, com degene-
rescéncia g, e estados excitados de energia €,, com degenerescéncia g,, sendo €, > €,_1,

paran = 2,3, ...

Suponha, inicialmente, que apenas o primeiro estado excitado do atomo ¢ levado em con-
sideragao para o calculo das propriedades termodinamicas da substéancia, ou seja, trate o

atomo como tendo apenas dois niveis de energia.

(a) (50%) Obtenha a funcao de particdo Z(N,T') do sistema na aproximacdo acima.
Calcule a energia livre por particula, u(7) = U/N, onde U(N,T') é a energia interna
do sistema, e determine o calor especifico ¢(T") por particula.

Faga um esbogo de ¢(T') como funcdo da temperatura. Em particular, analise o
comportamento de ¢(T') para baizas e altas temperaturas, ou seja, kT < €y e

kT > €5, respectivamente.

Considere agora o caso em que sao incluidas as contribuigoes até o seqgundo estado excitado,

de modo que o atomo deve ser tratado como tendo trés niveis de energia.

(b) (20%) Obtenha a expressao para a energia livre por particula u(7"), nesse caso, e
mostre que no regime de temperaturas ey ~ kg1 e kT < €3 obtém-se o mesmo

resultado do item anterior, como esperado.

(c) (30%) Analise agora o limite de altas temperaturas para a energia u(7") obtida no
item anterior, isto ¢, kT > €3, e mostre que nesse caso o comportamento depende

da dispersao dos niveis de energia em torno da média (¢), da seguinte forma:
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Questao 3: Gas de Fermi

Considere um gas de Fermi com N particulas de massa m, confinado em um pogo de
potencial infinito, unidimensional de comprimento L e em equilibrio térmico com um

reservatorio a temperatura 7'.

(a) (20%) Mostre que a densidade de estados D(e) ¢ dada pela expressao

D(e) = L—;\/Qm e 12,

onde ¢ ¢ a energia por particula do gés.
Dados: lembre-se de que k = n7/L relaciona o nimero de onda k de cada particula
com o comprimento L da caixa.
(b) (30%) Considere que o gas esta a temperatura 1" = 0.
Determine a energia média do gis em termos da energia de Fermi ep.
Em seguida, obtenha cp.

Considere, a partir de agora, que o gas esta a temperatura 7' > 0.

(c) (30%) Use a gra-funcao de partigdo e calcule o nimero médio (n;) de particulas por
estado que estabelece a estatistica de Fermi-Dirac. Veja as Informagoes Auxiliares

no final da prova.

(d) (20%) Escreva as expressoes para o nimero total de particulas, para a energia interna

do sistema e para o calor especifico do gas em termos de integrais em ¢.
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Questao 4: Modelo de Ising

Considere um sistema de N spins de Ising (S = £1), com interagoes J > 0 entre todos os

pares de spins e na presenca de um campo magnético h, descrito pelo hamiltoniano

Zss ZS

i,j=1
onde a soma sobre os pares i e j ocorre de maneira irrestrita sobre todos os /N spins do

sistema, ou seja, as interagoes tém alcance infinito. Isso permite reescrever H na forma

_ J 2 — =
H_—ﬁS —hS com S:;Si.

O sistema esta em equilibrio térmico com um reservatério a temperatura 7.

(a) (30%) Calcule a funcao de particao Z(T, N, h) do sistema. Usando a identidade de

GCLUSS,
K S2 2 —z2 /2K +axS
/ / )dl',

“ e L

mostre que Z(T', N, h) pode ser escrita como

e K12 cosh(z + Bh)|Ndz, com K = E,

Z(T,N,h)
( N

\/27r
onde 8 = 1/kpT.

(b) (50%) Calcule a magnetizagao média m por spin, no limite N — oo, definida por:
M . 1 dmz 10 1
P = N T AN on  pon [V v AL N
Sugestao: Calcule Z (T, N, h) resolvendo a integral acima no limite N — oo através
do método do ponto de sela. Esse método permite calcular integrais da forma

[ eN¢@dx no limite N — oo tal que

i No(@) g | —
]\}ﬂoﬁln [/e dx| = ¢(xo),

onde zy é o valor de  que maximiza o expoente ¢(x) no intervalo de integracao.

Expresse m(T, h) em termos de x( e obtenha a equagao transcendental que determina

m(T,h), a partir da equagao correspondente que determina x.

(c) (20%) Resolva graficamente a equagao transcendental para mo(T) = m(T,0), no
caso de campo nulo (h = 0), e mostre que existe uma magnetiza¢ao espontanea

mo(T") nao nula para T" abaixo de um valor critico T..
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Informacoes Auxiliares

Gra-funcao de particao:

Pode ser escrita nas seguintes formas:
Z(T,V,u) = 22652(53 Wi ou Z(T,V, 1) = H Zexp —png) |,
N=0 {n;}

onde 4 é o potencial quimico, f = 1/kgT, €; sao os possiveis estados de energia das
particulas e n; representa o nimero de ocupacao do estado j.

o - o -~ o
O superescrito () na soma sobre as configuracoes {n;} indica a restrigdo que N = " ot
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